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Tóm tắt 

Hệ pendubot là một hệ thống under-actuated SIMO cổ điển 

được sử dụng nhiều trong các phòng thí nghiệm với mục đích tìm 

hiểu và nghiên cứu học thuật điều khiển. Đa phần các nghiên cứu về 

hệ pendubot đều chỉ để cập đến pendubot 2-link (hệ bậc thấp). Nếu 

nâng cấp số link sẽ làm tăng độ phức tạp của hệ thống cần điều 

khiển (hệ bậc cao). Điều khiển LQR là một giải thuật điều khiển 

tuyến tính được chứng minh tính ổn định bằng toán học. Trong bài 

báo này, tác giả sử dụng phương pháp điều khiển LQR để điều khiển 

hệ thống pendubot 3-link mô phỏng cân bằng tại vị trí làm việc tĩnh. 

Mô phỏng trên Matlab/Simulink cho thấy sự thành công của phương 

pháp điều khiển LQR trên mô hình pendubot 3-link. Kết quả điều 

khiển trong bài báo này có thể được áp dụng để các nghiên cứu trên 

các hệ under-actuated bậc cao có thể tham khảo.  

Abstract 

Pendubot is a classical SIMO under-actuated system that has 

been much used in laboratories for studying and researching control 

algorithms. Most studies on the pendubot only mention the two-linked 

pendubot (low-order system). If the number of links is upgraded, the 

difficulty of the controlled system will increase (high-order system). 

LQR control is a linear control algorithm whose stability is proved by 

mathematics. In this paper, the LQR control method was used to 

control the three-linked pendubot system for the balanced stimulation 

at an equilibrium point. Simulation on Matlab/Simulink showed the 

success of the LQR control method on the three-linked pendubot 

model. The controlling results in this paper could be applied for 

references in other studies on high-order under-actuated systems. 

1. GIỚI THIỆU 

Hệ pendubot là một hệ thống thông 

dụng trong lĩnh vực điều khiển [1]. Đây là 

một hệ thống có kết cấu đơn giản nhưng có 

đặc tính của một hệ phi tuyến SIMO điển 

hình. Rất nhiều giải thuật điều khiển đã 

được áp dụng cho pendubot 2-link [2]-[4]. 

Tuy nhiên, các công trình về tăng số link 

để nâng cao độ phức tạp trong điều khiển 

của pendubot chưa có nhiều. Việc thực 

hiện các giải thuật trên các robot nhiều link 

hỗ trợ việc nghiên cứu hàn lâm về lý thuyết 

điều khiển cũng như hỗ trợ việc đào tạo 
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sinh viên/ học viên ở các trường đại học về 

lý thuyết điều khiển tự động. Từ đó, các 

sinh viên có thể áp dụng kiến thức cho các 

đối tượng cụ thể, các quá trình tự động 

trong sản xuất thực tế. Ở tài liệu [5], tác giả 

Vũ Đình Đạt đã phân tích phương trình 

động học của hệ pendubot 3-link và cho 

thấy phương trình động học của hệ 

pendubot 3-link này rất phức tạp. Trong 

nghiên cứu trên, một giải thuật trượt được 

đề nghị để điều khiển hệ pendubot 3-link. 

Tuy nhiên, bộ điều khiển trượt này khá 

phức tạp. Khi hệ SIMO bậc cao hơn, việc 

tính toán ra tín hiệu điều khiển thông qua 

hàm phi tuyến chưa được đơn giản hóa 

không còn đơn giản nữa, cấu trúc điều 

khiển cũng phức tạp, khó xây dựng. Bộ 

điều khiển LQR có cấu trúc đơn giản, lại 

được đảm bảo ổn định bởi toán học nên có 

xu hướng dễ thực hiện va dễ áp dụng cho 

vi xử lí trong điều khiển mô hình thực. 

Trong lĩnh vực điều khiển học, các 

bộ điều khiển rất đa dạng và mỗi bộ điều 

khiển sẽ được thiết kế phù hợp với mục 

đích điều khiển. Trước tiên, trong các bộ 

điều khiển tuyến tính thì bộ điều khiển 

PID kinh điển [6] được sử dụng rất rộng 

rãi vì sự đơn giản trong cấu trúc và đem 

lại hiệu quả cao. Tuy nhiên, việc xác 

định các thông số bộ điều khiển PID phải 

thông qua quá trình thử sai để tìm ra bộ 

thông số thích hợp. Mặt khác, bộ điều 

khiển PID được thiết kế phù hợp cho 1 

hệ SISO (một vào-một ra) và không 

thích hợp cho một hệ có số ngõ vào khác 

với số ngõ ra. Sự ổn định của bộ điều 

khiển PID cũng không được đảm bảo về 

mặt toán học. Do đó, bộ điều khiển LQR 

là một phương án phù hợp cho hệ 

pendubot nhiều link vì áp dụng được cho 

các hệ có số tín hiệu vào ra tùy ý, miễn 

sao hệ thống đó mang tính chất “điều 

khiển được”. Bên cạnh đó, giải thuật 

LQR [7] cũng là một bộ điều khiển tuyến 

tính nhưng tín hiệu điều khiển của bộ 

điều khiển này được tính toán bằng các 

công thức toán học được chứng minh 

tính ổn định dựa trên việc giải phương 

trình Ricatti. Dù vậy, giải thuật LQR 

theo lý thuyết chỉ ổn định tốt nếu hệ 

thống rất sát điểm làm việc tĩnh. Việc 

chọn thong số bộ điều khiển tốt có thể ổn 

định được hệ thống dù trạng thái đầu hệ 

thống có thể xa điểm làm việc tĩnh. Việc 

tối ưu hóa bộ điều khiển LQR sẽ được 

trình bày trong một vấn đề ở bài báo 

khác hoặc được nâng cấp về sau từ bài 

báo này. 

Trong bài báo này, nhóm tác giả áp 

dụng giải thuật LQR cho hệ pendubot 3-

link để kiểm chứng sự ổn định của bộ 

điều khiển tuyến tính LQR khi áp dụng 

cho hệ SIMO bậc cao. Hệ thống sẽ được 

tuyến tính xung quanh điểm làm việc 

tĩnh và bộ điều khiển LQR cũng sẽ được 

thiết kế dựa theo phương trình tuyến tính 

của hệ thống đã tìm được. Hơn thế nữa, 

giải thuật còn được kiểm chứng khi hệ 

thống có tác động của nhiễu bên ngoài. 

Ở phần đầu bài báo, nhóm tác giả 

giới thiệu vấn đề và dẫn giải tới hướng đi 

mà bài báo hướng tới. Nội dung nghiên 

cứu của bài báo gồm 5 phần. Trong phần 

nội dung nghiên cứu, phương trình động 

học được giới thiệu và diễn giải. Trong 

phần 2, giải thuật điều khiển LQR đề 

nghị. Kết quả mô phỏng được thể hiện ở 

phần 3. Kết luận của bài báo được trình 

bày ở phần 5. Ở phần 5, các tài liệu tham 

khảo được liệt kê. 

2. NỘI DUNG NHIÊN CỨU 

Nghiên cứu giải thuật LQR điều khiển 

cho hệ con lắc ngược nhiều link. Trong 

trường hợp này, hệ thống pendubot 3-link 

được sử dụng trên mô phỏng thông qua 

giải thuật tuyến tính LQR. Khả năng điều 

khiển của bộ điều khiển LQR được kiểm 
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chứng đạt yêu cầu thông qua mô phỏng 

trên Matlab/ Simulink. 

2.1. Phương trình động học 

Theo tài liệu [5], cấu trúc mô hình 

của pendubot được biểu diễn trong 

không gian 2 chiều ở Hình 1.  

 

Hình 1. Cấu trúc mô hình của hệ thống 

pendubot 3-link 

Bảng 1. Thông số hệ thống [5] 

Ký 

hiệu 

Giá 

trị 

Đơn 

vị 

Mô tả 

m1 0,15  kg Khối lượng link 1 

l1 0,2  m Chiều dài link 1 

lc1 0,1  m Khoảng cách từ 

khớp chủ động đến 

trọng tâm link 1 

m2 0,14   kg Khối lượng link 2 

l2 0,2  m Chiều dài link 2 

lc2 0,1  m Khoảng cách từ 

khớp bị động đến 

trọng tâm link 2 

m3 0,055   kg Khối lượng link 2 

l3 0,22  m Chiều dài link 2 

lc3 0,11  m Khoảng cách từ 

khớp bị động đến 

trọng tâm link 2 

Kt 0,010

8 

Nm/

A 

Hằng số momen 

của động cơ 

Kb 0,065 V/(ra

d/s) 

Hằng số phản điện 

của động cơ 

Các phương trình toán học được sử 

dụng trong khâu điều khiển đều được liệt 

kê ở hệ phương trình (1). Trong đó, 

momen τ là tín hiệu tạo ra do động cơ để 

tác động vào hệ thống. Thông số hệ 

thống được liệt kê ở Bảng 1. 

Mô hình toán học của pendubot 3 link 

có thể được diễn giải thông qua phương 

pháp Euler-Lagrange như sau: 

( , ) ( , ) ( 1,2,3)
k k

d
L q q L q q k

dt q q


 
  

 
 (1) 

Trong đó, toán tử Lagrange là: 
( , ) ( , ) ( )L q q T q q V q   (2) 

Với T là động năng hệ thống, V là 

thế năng hệ thống, 1 2 3[ ]Tq q q q là các 

góc lệch lần lượt của link 1, 2, 3 theo 

như Hình 1. Trong đó, T và V được tính 

toán như sau: 

3 1

1 1

( , ) cos cos
i

i j j ci i i

i j

V q q m g l q l l q


 

 
  

 
   (3) 

1 1 1
2 2

3
1 1, 1 1

1
1 2 2 2

1

1
cos( )

2
( , )

1 1
cos( )

2 2

k k k

k k i k i i j i j

i j j i

k
k

k ck j k j k i j k k k k k k

j

m l q m l q q q q

T q q

m l l l q q q q m a l q J q

  

   






 
   

 
 
    
 

  



 (4) 
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Các phương trình ở chuỗi ở phương 

trình số (1) có thể viết về dạng ma trận 

như sau: 

( ) ( , ) ( )D q q C q q G q F    (5) 

Từ (5), sau khi chuyển vế, ta được  
1 1 1( ) ( ) ( , ) ( ) ( )mq D q FT D q C q q q D q G q      (6) 

Với việc xác định ngõ vào điều 

khiển là momen do động cơ tạo ra, việc 

mô phỏng chỉ dừng ở mức độ khảo sát 

khả năng bộ điều khiển LQR trong việc 

điều khiển hệ thống chứ chưa tạo được 

nền tảng để có thể áp dụng trên mô hình 

thực. Việc chuyển tín hiệu điều khiển từ 

momen sang điện áp giúp việc điều 

khiển trên mô hình thực từ tính toán mô 

phỏng sẽ khả thi hơn. Tuy trong nghiên 

cứu này, nhóm tác giả chưa thành công 

trong việc xây dựng pendubot 3-link 

thực tế nhưng việc mô phỏng vẫn sẽ 

được hướng phát triển theo hướng này. 

Phương trình quan hệ momen và điện áp 

V (Volt) [5] được trình bày như sau: 
2

1b a b aK V R K q R    (7) 

Khi thay thế (7) vào (6), ta được hệ 

phương trình trạng thái hệ thống với ngõ 

vào điều khiển là điện áp cấp cho động 

cơ như sau 

 ,q F q V  (8) 

Với  

 

 

 

1 1

2 2

3 3

,

, ,

,

F F q V

F q V F F q V

F F q V

  
  

    
     

.  

Việc liệt kê các hàm F1, F2, F3 

được trình bày trong chương trình lưu ở 

Matlab, không thể hiện nổi trong khuôn 

khổ bài báo vì công thức rất dài dòng. 

Quá trình tính toán các hàm trên được 

trình bày theo các bước ở phía trên. 

2.2. Giải thuật điều khiển 

Với một hệ thống đã có phương 

trình toán học rõ ràng, đầy đủ thông số 

hệ thống và điểm làm việc cụ thể, cố 

định, giải thuật điều khiển LQR là một 

phương pháp thông dụng. Với cấu trúc 

đơn giản, dễ tính toán (nhờ vào công cụ 

Matlab) và khả năng hiệu chỉnh đơn giản 

dựa vào ma trận trọng số, bộ điều khiển 

LQR thường được đề xuất cho điều 

khiển robot cân bằng. 

Tuy nhiên, với hệ thống có dạng 

 x,ux h  với x là biến trạng thái và u 

là tín hiệu điều khiển, bộ điều khiển 

LQR chỉ được thiết kế ổn định x về điểm 

cân bằng nếu điểm cân bằng là x=[0] và 

u=[0]. Trong khi đó, vị trí cân bằng theo 

định nghĩa ở (8) lại là q1=pi/2 (chưa phải 

giá trị 0), q2=0, q3=0, vận tốc các link 

đều là 0 và V=0. Do vậy, ta cần đổi biến 

để điều kiện thiết kế LQR được thỏa. 

Các biến được đặt lại là 

1 1 2x q   ; 2 1x q ; 
3 1 2 2x q q    ; 

4 1 2x q q  ; 
5 2 3 2x q q    ; 6 2 3x q q   

(9) 

 Lúc này, (8) trở thành 

 ,x f x V  (10) 

Với  1 2 6

T
x x x x , 

 

 

 

 

1 1

2 2

3 3

x,

x, x,

x,

f f V

f V f f V

f f V

  
  

    
     

.  

Việc trình bày các hàm f1, f2, f3 cũng 

rất dài và chỉ được thể hiện trong chương 

trình Matlab chứ không thể trình bày hết 

trong khuôn khổ bài báo. 

Lúc này, ta có thể xấp xỉ hệ phương 

trình trạng thái phi tuyến ở (10) về dạng 

tuyến tính khi giả thiết hệ thống chỉ hoạt 

động rất sát quanh vị trí cân bằng được 

thể hiện ở (12). 

 0 0 0 0
T

x  , 0 0u   (11) 
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Lúc này, phương trình tuyến tính hệ 

thống khi hoạt động quanh điểm cân 

bằng là: 

x Ax Bu   (12) 

Trong đó, ma trận A, B được thể 

hiện ở (14).  

Ma trận Q, R là các ma trận trọng số 

được chọn có dạng sau 

1

2

0 0

0 0

0 0 n

Q

Q
Q

Q

 
 
 
 
 
 

; 

1

2

0 0

0 0

0 0 m

R

R
R

R

 
 
 
 
 
 

  
(13) 

Trong đó, Các giá trị Q1 đến Qn, R1 

đến Rm là các giá trị xác định dương. 

Các thành phần không phải đường chéo 

của ma trận Q, R đều bằng 0. m và n lần 

lượt là bậc của hệ phương trình trạng 

thái (số biến trạng thái của (12)) và số 

biến điều khiển của ma trận u. Ở đây, hệ 

pendubot 3-link là một hệ SIMO nên ma 

trận R chỉ gồm một phần tử dương duy 

nhất. Thành phần Qi (với i=1, 2, …, n) là 

trọng số tương ứng với biến trạng thái xi. 

Khi điều khiển, nếu ta quan tâm việc 

điều khiển biến trạng thái nào thì ta tăng 

trọng số tương ứng biến trạng thái đó lên 

so với trọng số các biến trạng thái khác 

(tương ứng việc giảm sự quan tâm đến 

việc điều khiển các biến trạng thái khác). 

Trong bài báo này, việc khảo sát sự 

thay đổi thông số bộ điều khiển được bỏ 

qua mà tác giả chỉ quan tâm việc kiểm 

tra giải thuật điều khiển LQR có điều 

khiển được hệ thống và mức độ bền 

vững của bộ điều khiển trên với mô hình 

pendubot 3-link. Do đó, ma trận Q, R 

được chọn giá trị cơ bản là các ma trận 

đơn vị như ở (15). (Vì sự ổn định đã 

được đảm bảo theo phương trình 

Ricatti).  

0

0

1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6

2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 5 6

3 3 3 3 3 3

1 2 3 4 5 6

0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1

x x
u u

f f f f f f

x x x x x x

A f f f f f f

x x x x x x

f f f f f f

x x x x x x 


 
 
     
 
      
 
 
       
 
      
 
 
      
       

 

0

0

31 20 0 0

T

x x
u u

ff f
B

V V V 


  
     

 

(14) 

(6)Q eye ; 1R   (15) 

Luật điều khiển hồi tiếp LQR được 

tính có dạng như sau: 

u Kx   (16) 

Cấu trúc điều khiển LQR được thể 

hiện như Hình 2 dưới đây 

 

Hình 2. Cấu trúc điều khiển LQR 

Trong đó ma trận K được xác định 

thông qua việc chọn ma trận trọng số Q 

và R phù hợp, kết hợp với ma trận A, B 

(được tính từ ma trận rời rạc mô tả hệ tại 

vị trí cân bằng). Để tìm ma trận K, sử 

dụng lệnh sau trên phần mềm Matlab: 

( , , , )K lqr A B Q R  (17)          

0 1 0 0 0 0

149,7 -0,17 -95,57 0 8,63 0

0 0 0 1 0 0

-356,14 0,42 328,1 0 -53,61 0

0 0 0 0 0 1

283,45 -0,33 -418,41 0 160,91 0

A

 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

 0 2,6870 0 -6,3925 0 5,0878
T

B   

 

 

 

(18) 
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Với thông số ở Bảng 1, tính toán 

được ma trận A, B ở (14) tại điểm cân 

bằng (11), ta được (18). 

Để xét khả năng xây dựng một bộ 

điều khiển bất kì đối với hệ thống trên, 

ma trận điều khiển được tính dựa vào 

(18) như sau: 

5

CM B AB A B     
(19) 

Dùng Matlab tính toán, ta có  

  6Crank M   (20) 

Hạng của ma trận MC bằng với bậc 

của hệ phương trình (12) (bằng với số 

biến trạng thái). Do đó, hệ thống là điều 

khiển được tại điểm làm việc. Đây là cơ 

sở cho việc xây dựng một bộ điều khiển 

bất kì cho hệ thống pendubot 3-link. 

Trong trường hợp này, bộ điều khiển 

được áp dụng là LQR. 

Từ (15), (17), (18), ta có; 

[111,4665   41,9074   -133,9893...

        32,3769     323,4086   33,3219]

K 
 (21) 

2.3. Kết quả mô phỏng 

Với ma trận điều khiển K được tính 

toán như ở (21) và tín hiệu điện áp cấp cho 

mô hình được tính toán như ở (16), hệ thống 

được mô phỏng với hai trường hợp không 

có nhiễu và có nhiễu trong quá trình khởi 

động với thông số chọn ban đầu là 

 1 1 2 2 3 3(0) (0) (0) (0) (0) (0)

[0,1 0 0,1 0 0,01 0]

T

T

q q q q q q

 

 
(22) 

Các kết quả mô phỏng được thể hiện 

từ Hình 3 đến Hình 9: 

- Trường hợp không nhiễu 

 

Hình 3. Góc link 1 không có nhiễu 

 

Hình 4. Góc link 2 khi không có 

nhiễu 

 

Hình 5. Góc link 3 khi không có 

nhiễu 

- Trường hợp có nhiễu 

Hàm nhiễu được chọn là 

0,1 1,5 2,2

0

if u
y

otherwise

 
 


 
(23) 

 

Hình 6. Đồ thị biểu diễn nhiễu tác 

động 

 

Hình 7. Góc link 1 khi có nhiễu tác động 

Thông qua kết quả mô phỏng, ta 

thấy hệ pendubot 3-link- dưới sự điều 

khiển của giải thuật LQR- hoạt động khá 

ổn định với thời gian xác lập rất ngắn 
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trung bình 0.5 cho đến 1 giây ở trạng thái 

hoạt động không có nhiễu (Từ Hình 3 

đến Hình 5). Đồng thời, góc dao động tối 

đa là 0.6 rad (34 độ) ở link 1, bớt dần 

dao động ở các link bậc cao hơn (lần 

lượt là 0.2 rad và 0.03 rad ở các link 2 và 

3). Trong trường hợp có nhiễu, thời gian 

xác lập của hệ thống trở nên dài hơn (từ 

1,5 đến 4 giây như ở Hình 7 và Hình 9) 

so với khi không có nhiễu. Tuy nhiên, hệ 

thống vẫn ổn định. Mặt khác, hệ thống 

có độ vọt lố không thay đổi so với khi 

không có nhiễu. Điều này cho thấy sự 

bền vững của bộ điều khiển LQR đối với 

hệ thống pendubot 3-link. Như vậy, bộ 

điều khiển LQR hoàn toàn có thể áp 

dụng được cho các hệ SIMO under-

actuated bậc cao mà pendubot 3-link là 

một đối tượng tiêu biểu. 

 

Hình 8. Góc link 2 khi có nhiễu tác động 

 

Hình 9. Góc link 3 khi có nhiễu tác động 

3. KẾT LUẬN 

Bài báo đã đưa ra phương pháp và 

chứng minh thông qua mô phỏng. Tuy 

nhiên, một hướng đi mà các nghiên cứu 

sau này về đề tài điều khiển pendubot 3-

link có thể là sử dụng các giải thuật tìm 

kiếm on-line hay off-line để tối ưu hóa 

ma trận Q, R. Từ đó, có được ma trận 

điều khiển K tốt nhất, giúp các tiêu 

chuẩn chất lượng được cải thiện (thời 

gian xác lập, độ dao động của hệ thống 

khi quá độ…). 
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