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Tóm tắt 

Bài báo này trình bày kỹ thuật backstepping điều khiển hệ con 

lắc ngược quay cân bằng ở vị trí thẳng đứng hướng lên - điểm cân 

bằng không ổn định. Kết quả mô phỏng và thực nghiệm trên bộ điều 

khiển swing-up và cân bằng - và đáp ứng của hệ thống cho thấy hiệu 

quả của phương pháp này. Cả hai phương pháp swing-up được đề 

xuất trong bài viết này là phương pháp Furuta và lũy thừa vị trí 

thanh con lắc.  

Abstract 

This paper presents the backstepping technique to control the 

equilibrium rotary inverted pendulum system in a vertical upward 

position - with an unstable balance point. Simulative and 

experimental results on the swing up and balance controller - and 

the system's response illustrate the effectiveness of this method. The 

two swing-up methods which are recommended in this article are the 

Furuta method and the power of the pendulum bar position. 

1. G          

Hệ con lắc ngược quay (rotary 

inverted pendulum - RIP) là đại diện 

điển hình nhất cho hệ thống under-

actuated. Do mô hình có tính phi tuyến 

và tính đơn giản trong cấu trúc cơ học, 

mô hình này rất phổ biến trong nghiên 

cứu và giáo dục kỹ thuật. Hệ thống có 

hai bậc tự do mà tại đó mômen xoắn 

được áp dụng. Hệ thống này có hai bậc 

tự do, một liên kết được gắn theo 

phương ngang và một liên kết khác được 

gắn vào nó theo phương thẳng đứng đại 

diện cho con lắc. Các thuật toán điều 

khiển khác nhau được nhiều nhà nghiên 

cứu áp dụng, từ bộ điều khiển PID cổ 

điển, bộ điều khiển LQR [1, 2] đến bộ 

điều khiển logic mờ nâng cao [3], mạng 
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nơ-ron, thuật toán di truyền (GA) [4], tối 

ưu hóa bầy đàn (PSO) [ 4], phương pháp 

tối ưu hóa đàn kiến (ACO) [4], trượt [5], 

backstepping [6, 7, 8]. Tuy nhiên, các 

phương pháp backstepping này chỉ được 

áp dụng trên mô hình trong mô phỏng và 

tín hiệu đầu vào là momen của động cơ. 

Giả thiết này làm cho thí nghiệm không 

phù hợp với mô phỏng. Do đó, trong 

nghiên cứu này, một bộ điều khiển 

backstepping có thể được sử dụng cả 

trong mô phỏng và thí nghiệm để triển 

khai kiến thức theo hướng này. 

Bộ điều khiển backstepping lần đầu 

tiên được giới thiệu bởi Petar V. 

Kokotovic vào năm 1990. Backstepping 

là một kỹ thuật phi tuyến dựa trên lý 

thuyết Lyapunov chỉ áp dụng cho hệ 

thống phản hồi chặt chẽ [9]. Giải thuật 

này được sử dụng trong hệ thống con đầu 

tiên để thiết kế một điều khiển biến ảo 

cho hệ thống con tiếp theo và thiết kế 

được thực hiện trong hệ thống con tiếp 

theo để thiết kế một điều khiển biến ảo 

khác cho đến khi động lực của hệ thống 

con chứa biến đầu vào điều khiển. 

Phương pháp này được áp dụng để cân 

bằng hệ RIP và đáp ứng của hệ thống có 

hiệu quả. 

Trong bài này, nhóm tác giả sẽ thiết 

kế một bộ điều khiển backstepping để 

cân bằng RIP. Và luật điều khiển này sẽ 

được áp dụng trên mô hình thực để đánh 

giá kết quả mô phỏng. Bộ điều khiển 

Swing-up sẽ được trình bày trong bài báo 

này là phương pháp Furuta và lũy thừa vị 

trí thanh con lắc. 

2. NỘ  DUNG 

2.1. Mô hình hệ thống 

Cấu trúc của hệ RIP được thể hiện 

trong Hình 1. Cấu tạo hệ thống bao gồm 

2 thanh. Liên kết đầu tiên là thanh con 

lắc và liên kết thứ hai là thanh cánh tay. 

Góc của thanh con lắc và thanh cánh tay 

lần lượt là  và  . Các thông số của mô 

hình được hiển thị trong Bảng 2. 

 

Hình 1. Hệ con lắc ngược quay 

Tổng động năng của hệ: 

 

2 2

2 2

2 2 2 2

1 1

2 2

1
1

2 cos
4

1
cos

2

r p

r

p

p

r p p

K J J

L

m
L

L L m

 



  

 

  

 
 

  
  
 



 

(1) 

Trong đó, thông số hệ thống được 

giải thích ở Bảng 2 ở phần dưới. 

Tổng thế năng của hệ: 

 1 cosp pV m gL    (2) 

Phương trình Lagrangian: 

L K V   (3) 

Phương trình động học của hệ khi áp 

dụng phương pháp Euler-Lagrange: 
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Giải phương trình (4) và (5), phương 

trình động học của hệ con lắc ngược 

quay có dạng như sau [10]: 
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(7) 

Tuy nhiên, để thuận tiện cho việc 

điều chỉnh động cơ cũng như áp dụng bộ 

điều khiển vào mô hình thực, nhóm tác 

giả biến đổi tín hiệu điều khiển từ 

momen của động cơ DC sang điện áp 

cấp cho động cơ servo DC theo công 

thức (8): 

3 2 1k k k e     
 

(8) 

Trong đó: 

1 2 3; C ;t t
m b m

m m

K K
k k K k J

R R
     

Theo [10], phương pháp nhận dạng 

tham số được áp dụng trong mô hình này. 

Các thông số này được liệt kê trong Bảng 1: 

Bảng 1. Thông số động cơ 

Lm (H) 0,1756 

Kb (V / (rad / sec)) 0,0531 

Rm (Ω) 11,7356 

|Tf| (N.m) 0,0014 

Jm (kg.m
2
) 0,0195 

Cm ((N.m/(rad/sec)) 3,7757e-05 

Kết hợp phương trình (6), (7), (8) ta 

có phương trình động năng của hệ con 

lắc ngược quay như sau: 
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Sau khi áp dụng phương pháp nhận dạng, các thông số của động cơ được trình 

bày trong Bảng 1. Thông số hệ thống được trình bày trong Bảng 2. 

Bảng 2. Thông số hệ thống 

Thứ tự Thông số Mô tả Đơn vị Gía trị 

1 pm  Khối lượng con lắc kg 0,027 

2 pL  Chiều dài con lắc ngược m 0,328 

3 pJ  Momen quán tính con lắc kg.m 0,0046617 

4 rL  Chiều dài cánh tay m 0,205 

5 rJ  Momen quán tính cánh tay kg.m 0,0019 

6 g  Gia tốc trọng trường m/s
2 

9,81 

7 rB  Hệ số ma sát cánh tay NA 0,0017 

8 pB  Hệ số ma sát con lắc NA 0 

Tuyến tính hóa hệ thống về dạng 

phương trình trạng thái, tác giả giả định 

rằng sin  , sin   , cos 1  , 

cos 1  . Ta xác định các biến trạng thái 

như sau: 
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T
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T
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Phương trình trạng thái của hệ có 

dạng như sau: 
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Từ (6), (7), (8), (9), 2 biến   ,   

được tìm và sau đó thay thế vào phương 

trình (11) để tính toán ma trận A, B trong 

(12) (Tại điểm cân bằng, ta xem 

, , , ,e    =0) 
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2.2. Bộ điều khiển 
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2.2.1. Bộ điều khiển swing-up 

Điều khiển swing-up là bộ điều 

khiển đưa con lắc từ vị trí thẳng đứng 

hướng xuống sang vị trí thẳng 

đứnghướng lên để có thể áp dụng tiếp 

giải thuật điều khiển cân bằng. Trong bài 

báo này, các tác giả đề xuất hai phương 

pháp để lắc con lắc từ vị trí thẳng đứng 

hướng xuống đến điểm hướng lên theo 

phương thẳng đứng. Sự hất lên con lắc 

có thể đạt được bằng cách sử dụng 

phương pháp năng lượng. Tại vị trí 

hướng lên, một bộ điều khiển khác sẽ 

được áp dụng để cân bằng con lắc. 

Swing-up bằng điều khiển năng lượng là 

phương pháp cổ điển trong khi phương 

pháp thứ hai xác định đầu vào điều khiển 

bằng lũy thừa vị trí con lắc. 

Swing-up bằng phương pháp năng 

lượng [11] 

Swing-up con lắc từ vị trí đi xuống 

đến vị trí đi lên, điều khiển năng lượng 

được sử dụng để thực hiện năng lượng 

để làm cho con lắc đến vị trí thẳng đứng 

đi lên. Chuyển động của cánh tay phụ 

thuộc vào vị trí và vận tốc của con lắc. 

Năng lượng chuẩn hóa sau đó có thể 

được viết như sau: 
2 2 2 cos( )E ml mgl    (13) 

Thanh con lắc là dao động từ vị trí 

hướng xuống đến vị trí hướng lên, vì vậy 

năng lượng của hệ là mgl tới mgl. Do 

đó, năng lượng dự kiến của hệ thống là 

0E mgl  (14) 

Mối quan hệ của tín hiệu điều khiển 

e và năng lương được trình bày như (15) 

cos( )E mgle   (15) 

Năng lượng của RIP được tăng lên 

nếu cos( ) 0e   . Do đó, để làm cho 

con lắc dao động theo phương thẳng 

đứng hướng lên, đầu vào điều khiển e  sẽ 

được chọn sao cho 2

0(E E )  giảm, 

max 0sgn(( ) cos( ))e e E E      (16) 

max 0

max 0

( ) cos 0

( ) cos 0

e if E E
e

e if E E

 

 

 
 

  
 

(17) 

Swing-up bằng phương pháp lũy thừa 

vị trí thanh con lắc [12] 

Ý tưởng chính của phương pháp này 

là năng lượng cung cấp cho hệ phụ thuộc 

vào vị trí con lắc. Theo quan điểm của 

hàm số mũ, khi con lắc từ vị trí hướng 

xuống sang vị trí thẳng đứng hướng lên, 

năng lượng tại điểm hướng lên là thấp 

nhất. Ngược lại, ở điểm đi xuống, năng 

lượng là cao nhất. Luật điều khiển được 

mô tả trong (18) 

| | sgn( cos( ))n

ve k     (18) 

Trong đó: vk  xác định tốc độ con lắc 

đến vùng lân cận của trạng thái cân bằng 

không bền; n là hằng số. 

Điểm mạnh của phương pháp này là 

không cần tính toán trước như trường 

hợp lắc swing-up bằng phương pháp 

năng lượng, ở vị trí thẳng đứng cần biết 

năng lượng của con lắc. 

2.2.2. Điều khiển cân bằng 

Điều khiển bằng phương pháp 

backstepping tuyến tính 

Bước 1: Trước hết, biến điều khiển 

mới được định nghĩa là 

1 1 1 3z x k x   (19) 

Trong đó 1k   được thiết kế là hằng 

số không đổi. Do đó, đạo hàm của 1z  

được tính là 

1 1 1 3 2 1 4z x k x x k x     (20) 
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Chúng ta cần tìm luật điều khiển để 

hội tụ 1z  về không. Ta coi là một biến 

điều khiển ảo. Một hàm Lyapunov xác 

định dương được chọn như sau: 
2

1 1 2 0V z   (21) 

Theo tiêu chí Lyapunov, một chức 

năng ổn định phù hợp nên được chọn để 

tìm ra giá trị mong muốn của đầu vào ảo 

để hệ thống con đầu tiên thỏa mãn: 
2

1 1 1 0V c z    (22) 

Từ (A.3) trong phụ lục A, ta có hàm 

ổn định như sau: 

1 1 4 1 1k x c z    (23) 

Trong đó 1c  được thiết kế là hằng số 

dương  

Bước 2: Biến sai số tương ứng được 

xác định là 

2 2 1z x    (24) 

Đạo hàm của 2z  được tính là 

2 2 1 1 1 4z x c z k x    (25) 

Thay thế phương trình (10) vào 

phương trình (24), ta có: 

   2 21 1 22 2 23 3 24 4 2 1 1 1 41 1 42 2 43 3 44 4 4z a x a x a x a x b e c z k a x a x a x a x b e          

 

(26) 

Thay thế phương trình (19) vào phương trình (25), ta có: 

     

   

2 21 1 41 1 22 1 42 1 2 23 1 43 3

24 1 44 1 1 4 2 1 4

z a k a x a k a c x a k a x

a k a c k x b k b e

       

    
 

(27) 

Ta đặt: 

 1 21 1 41d a k a  ;  2 22 1 42 1d a k a c   ;  3 23 1 43d a k a  ; 

 4 24 1 44 1 1d a k a c k   ;  5 2 1 4d b k b   

(28) 

Vậy, phương trình (26) có thể được 

viết lại như sau:  

2 1 1 2 2 3 3 4 4 5z d x d x d x d x d e      (29) 

Phân tích tính ổn định của hệ thống, 

ta có: 

 2 2

2 1 2 2V z z   (30) 

Từ phương trình (19), (20) ta có: 

1 2 1 1z z c z   (31) 

Đạo hàm (30): 

2 1 1 2 2V z z z z   (32) 

 

 

Thay thế (31) vào (32), ta có: 

   2

2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2V z z c z z z c z z z z        (33) 

Để 
2V xác định âm, phương trình 

2z được xác định như sau: 

2 1 2 2z z c z    (24) 

Trong đó 2c được thiết kế là hằng số xác 

định dương 

Thay thế (19), (24) và (29) vào (34), 

ta có luật điều khiển như sau: 

   
4

1 1 3 2 2 1 1 1 3 1 4

1

5

i i

i

x k x c x c x k x k x d x

e
d



         



 

 

(35) 
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Trong đó 1 2 1, ,c c k  được lựa bằng 

phương pháp thử sai và giá trị được lựa 

chọn trong Bảng 3: 

Bảng 3. Thông số điều khiển của 

giải thuật backstepping 

1c  2c  1k  

98,8100 95,6400 0,0200 

Swing-up dùng để đưa con lắc từ vị 

trí ban đầu thẳng đứng hướng xuống   

đến vị trí cân bằng, một bộ điều khiển 

khác dùng để ổn định con lắc. Trong 

nghiên cứu này, kỹ thuật backstepping 

được áp dụng để ổn định con lắc. 

Thanh con lắc swing-up bằng 

phương pháp Furuta được trình bày trong 

(17). Theo phương pháp này, chúng ta 

nhận ra rằng cánh tay quay theo hướng 

dương khi maxe e  và theo hướng âm khi 

maxe e  . 

Một phương pháp khác là lũy thừa 

vị trí con lắc. Từ (18), chúng ta nhận 

thấy rằng vị trí đi lên của con lắc được 

đặt 0  , động lực của dao động được 

xác định bởi một lũy thừa thích hợp của 

vị trí n , do đó ở vị trí gần như hướng 

lên, liên kết con lắc được cung cấp ít 

năng lượng hơn. 

2.3. Mô phỏng và thực nghiệm 

2.3.1. Kết quả mô phỏng 

Điều khiển ổn định áp dụng phương 

pháp backstepping tuyến tính 

Tính ổn định của RIP được thể hiện 

từ Hình 2. đến Hình 5. Các thông số cho 

mô phỏng này theo Bảng 1, Bảng 2 và 

Bảng 3. Các giá trị ban đầu của hệ thống 

được chọn là: 

[0,1 0 0,1 0]Tx    (37) 

 

Hình 2. Góc thanh con lắc (rad) 

 

Hình 3. Vận tốc góc thanh cánh tay (rad/s) 
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Hình 4. Góc thanh cánh tay (rad) 

 

Hình 5. Vận tốc góc thanh cánh tay (rad/s)

Theo Hình 2, theo luật điều khiển 

(35), bộ điều khiển có thể cân bằng con 

lắc tại điểm ổn định. Điều khiển 

backstepping tuyến tính có thể giữ con 

lắc ở vị trí thẳng đứng. Do đó, bộ điều 

khiển backstepping có thể đạt được các 

mục tiêu điều khiển của chúng ta trong 

phạm vi vùng cân bằng một cách nhanh 

chóng. 

Theo Hình 4, theo luật điều khiển 

(35), tín hiệu đầu ra là sóng sin vì bộ 

điều khiển backstepping đảm bảo 1z  

trong (19) hội tụ về không. Hàm 1z  là sự 

kết hợp của 1 3,x x . Sau đó, nó không đảm 

bảo 1 3,x x  chuyển về không. Do đó, các 

biến này vẫn có thể dao động. Tuy nhiên, 

do tính ổn định của 1z , các biến này có 

xu hướng không ổn định. 

Swing-up và ổn định bằng phương 

pháp backstepping 

Các giá trị ban đầu được xác định 

như sau: 

   (0), (0) ,0
T T

    (37) 

Sơ đồ khối và kết quả mô phỏng sử 

dụng kết hợp bộ điều khiển swing-up với 

điều khiển backstepping được thể hiện từ 

Hình 6 đến Hình 8. 
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Hình 6. Chương trình mô phỏng sử dụng bộ điều khiển swing-up và ổn định 

bằng phương pháp backstepping 

 
Hình 7. Kết quả mô phỏng bộ điều khiển swing-up bằng phương pháp năng 

lượng và ổn định sử dụng phương pháp backstepping 

 
Hình 8. Kết quả mô phỏng bộ điều khiển swing-up bằng phương pháp lũy thừa 

vị trí thanh con lắc và ổn định sử dụng phương pháp backstepping 

Sự đáp ứng của hệ thống khi áp dụng 

swing-up bằng phương pháp năng lượng 

và giải thuật backstepping. Như chúng ta 

thấy trong Hình 7. cho thấy rằng thời gian 

chuyển tiếp của hệ thống sử dụng điều 

khiển bước lùi chỉ là 3,6 giây. Đáp ứng 

ngỏ ra của hệ thống khi áp dụng swing-

up bằng lũy thừa vị trí thanh con lắc và 

điều khiển backstepping. Trong Hình 8, 

chúng ta thấy rằng thời gian chuyển tiếp 

của hệ thống sử dụng điều khiển 

backstepping chỉ là 2,95 giây. 
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2.3.2. Kết quả thực nghiệm 

Mô hình thực của hệ thống được 

trình bày trong Hình 9.  

 
Hình 9. Mô hình thực hệ con lắc 

ngược quay 

 

 

 

Các thành phần bao gồm:  

(1) Thanh con lắc;  

(2) Thanh cánh tay;  

(3) Encoder thanh con lắc;  

(4) Động cơ dc;  

(5) Encoder thanh cánh tay;  

(6) Vi xử lý STM42F407 Discovery;  

(7) Cầu H;  

(8) UART CP2102;  

(9) Nguồn 24VDC-10A 

 

Hình 10. Cấu trúc của toàn mô hình 
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Ổn định áp dụng phương pháp backstepping 

 
Hình 11. Góc thanh con lắc (rad) 

 
Hình 12. Vận tốc góc thanh con lắc (rad/s) 

 
Hình 13. Góc thanh cánh tay(rad) 

 
Hình 14. Vận tốc góc thanh cánh tay (rad/s) 

Theo kết quả thực nghiệm, xung 

quanh điểm cân bằng của hệ con lắc 

ngược quay, bộ điều khiển backstepping 

tuyến tính có thể giữ thanh con lắc ở vị 

trí thẳng đứng hướng lên. Theo Hình 13, 

tín hiệu đầu ra của góc cánh tay trong 
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thực nghiệm (trong Hình 13) có kết quả 

giống như tín hiệu đầu ra của góc cánh 

tay trong mô phỏng. Trong cả mô phỏng 

và thực nghiệm, cánh tay hệ con lắc 

ngược quay tuân theo hàm sin do giải 

thích trong Phần 4.1. Trong thí nghiệm, 

cứ sau 2.5s, biên độ góc của thanh cánh 

tay theo một hàm sin có biên độ 0.3 rad 

và hoạt động trong khoảng thời gian 

không xác định. Nó không thể hội tụ về 

0 do việc chọn z1 trong (19). Đây là một 

nhược điểm của phương pháp 

backstepping đối với hệ thống SIMO. 

Tuy nhiên, lựa chọn hàm z1 tốt hơn có 

thể cho kết quả tốt hơn. 

Swing-up và ổn định sử dụng phương 

pháp backstepping 

Trong Hình 16, như chúng ta thấy, 

khi chuyển từ trạng thái swing-up hất lên 

sang thăng bằng. Bằng cách sử dụng 

phương pháp lũy thừa vị trí con lắc để hất 

thanh con lắc và điều khiển backstepping 

để con lắc cân bằng, thời gian chuyển tiếp 

là gần 660 mili giây, trong khi sử dụng 

phương pháp năng lượng, thời gian 

chuyển tiếp là 1000 mili giây. 

 
Hình 15. Thực nghiệm swing up bằng phương pháp năng lượng và ổn định bằng 

phương pháp backstepping 

 

Hình 16. Thực nghiệm swing-up bằng phương pháp lũy thừa vị trí thanh con lắc 

và ổn định bằng phương pháp backstepping 

Theo kết quả thực nghiệm, đầu vào 

điều khiển từ sự kết hợp của điều khiển 

swing-up và điều khiển cân bằng có thể 

giữ và ổn định liên kết con lắc từ điểm 

cân bằng ổn định [ 0 0 0]Tx   đến 

điểm cân bằng không ổn định 

[0 0 0 0]Tx  . 

3. KẾ  L ẬN 

Vấn đề được đặt ra trong nghiên cứu 

là Swing-up hệ RIP kết hợp với điều 

khiển ổn định con lắc bằng kỹ thuật 

backstepping đã được phân tích. Bộ điều 

khiển được thiết kế có thể giữ cho hệ 

thống ở vùng không ổn định. Hai 

phương pháp Swing-up được đề xuất có 
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thể áp dụng và thử nghiệm trên thiết lập 

phòng thí nghiệm thực tế. Phương pháp 

đầu tiên là điều khiển truyền thống dựa 

trên năng lượng của hệ thống, phương 

pháp thứ hai dựa trên hàm lũy thừa đối 

với vị trí con lắc để đánh giá năng lượng 

được cung cấp cho hệ thống. Sau khi so 

sánh giữa điều khiển năng lượng và lũy 

thừa vị trí con lắc, như chúng ta thấy, 

phương pháp thứ nhất là tốt hơn vì có 

thời gian xác lập nhanh hơn (khoảng 

450s ở hình 15 so với 600s ở hình 16). 

Cả mô phỏng và kết quả thực nghiệm 

hầu hết đều giống nhau. Nghiên cứu 

trong tương lai là thiết kế điều khiển 

backstepping phi tuyến cho mô hình này. 

P Ụ LỤC 

Đạo hàm phương trình (21): 

1 1 1 1 1 2 1 4( )V z z V z x k x     (A.1) 

Ta chọn hàm phụ để đảm bảo (22). 

Sau đó, bằng cách cân bằng phương 

trình, ta có như sau: 
2

1 2 1 4 1 1 2 1 4 1 1( )z x k x c z x k x c z        (A.2) 

Một hàm ổn định phù hợp đã được 

chọn để tìm ra giá trị mong muốn của 

đầu vào ảo cho hệ thống con đầu tiên. 

Chúng ta cần chọn hàm ổn định (23): 

1 2 1 4 1 1x k x c z     (A.3) 
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